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de! un! estudio! histórico! epistemológico,! se! levantan! los! tres! modos! de! comprender! el! Sistema! de! los! Números!
Complejos:!como!el!plano!complejo!(SG),!como!expresión!algebraica!de!la!forma!a+bi,!con!a!y!b!números!reales!(AA)!
y!como!estructura!algebraica!de!cuerpo,!tal!que!i! = −1!(AE).!!Bajo!el!estudio!de!casos!como!diseño!metodológico,!







modes! of! thinking:! SyntheticBGeometric! (SG),! AnalyticBArithmetic! (AA)! and! AnalyticBStructural! (AE).! From! an!
epistemological!study,!the!three!ways!of!understanding!the!Complex!Numbers!are!proposed:!as!the!complex!plane!
(SG),!as!algebraic!expression!of!the!form!a!+!bi!with!a!and!b!real!numbers!(AA)!and!as!algebraic!structures!of!field!


































La!preocupación!por!estudiar! la!comprensión!del!Sistema!de! los!Números!Complejos! surge!a!partir!de!




chileno,! convirtiéndose! en! un! contenido! obligatorio! para! los! estudiantes! del! nivel! secundario! (16B18!
años).!Desde!lo!que!presenta!el!Ministerio!de!Educación!(2009),!la!forma!en!que!se!propone!trabajar!el!
Sistema! de! los! Números! Complejos! favorece! un! enfoque! analítico,! dejando! de! lado! características!
geométricas! y! estructurales,! que! frenan! la! posibilidad! de! lograr! mayores! niveles! de! abstracción! y! de!
entenderlo! como! un! sistema! numérico.! En! el! libro! de! texto! de! matemática! para! el! nivel! tercer! año!
medio,! que! entrega! gratuitamente! el! Ministerio! de! Educación( a! los! estudiantes! (Saiz! y! Blumenthal,!
2013),! se! evidencian! algunas! inconsistencias! como! que!! = −1!signifique! que!!! = −1,! y! que! no! se!
exprese!que!los!Números!Complejos!ya!no!se!pueden!ordenar!como!los!Números!Reales.!Incluso!en!una!
de! las! páginas! finales! de! la! unidad,! se! propone! un! ejercicio! que! induce! a! pensar! en! el! sucesor! de! un!
número!complejo.!
■  Los!números!complejos!desde!la!matemática!educativa!
Por! otro! lado,! la! preocupación! por! la! enseñanza! y! aprendizaje! del! concepto! no! es! local.! Otras!
investigaciones! a! nivel! latinoamericano! (Bagni,! 2001;! MartínezBSierra! y! Antonio,! 2009)! han! dedicado!
esfuerzos!al!diseño!de!situaciones!para!que!los!estudiantes!acepten!los!Números!Complejos.!MartínezB
Sierra! y! Antonio! (2009)! dan! evidencia! que! estudiantes! del! primer! grado! del! nivel! medio! superior,!
pudieron!operar!con!los!Números!Complejos,!a!pesar!de!haber!insistido!en!que!las!raíces!cuadradas!de!
números! negativos! no! existían.! Mientras! que! Bagni! (2001)! reporta! un! estudio! en! el! que! examina! la!
efectividad!de!la!introducción!de!los!números!imaginarios!mediante!un!ejemplo!histórico,!en!estudiantes!
de!16!y!18!años.!En!dichas!investigaciones!!los!estudiantes,!en!su!mayoría,!aceptaron!la!aparición!de!los!
números! imaginarios!en! la! resolución!de!una!ecuación!cúbica!y!no!así!en! la!ecuación!cuadrática,!en! la!
que!las!cantidades!imaginarias!son!parte!de!la!solución.!
En!base!a!esto,!y!considerando!que! la!definición!del!nuevo!sistema!contrapone! ideas!arraigadas!en! los!
aprendices!como!aceptar!que!ahora!sí! se!puede!obtener!un!número!al!cuadrado!cuyo!resultado!es!un!
número! negativo,! y! que! presenta! la! necesidad! de! alcanzar! niveles! superiores! de! abstracción,! nos!
preguntamos:!¿Cómo(están(comprendiendo( los(estudiantes(de(enseñanza(media(y(superior(el(concepto(





Según! Artigue! y! Deledicq! (1992)! hay! cuatro!momentos! cruciales! en! la! epistemología! de! los! Números!
Complejos:! (a)! la! aparición! de! las! cantidades! imaginarias! en! algoritmos! operatorios;! (b)! el!




funcionamiento! como! herramienta! y! el! encuentro! con! los! logaritmos;! (c)! las! representaciones!
geométricas;!y!(d)!la!construcción!algebraica.!
Momento!1:!Aparición(de(raíces(cuadradas(de(números(negativos(en(el(estudio(de(ecuaciones.!Desde!el!
primer! siglo! después! de! Cristo! se( pueden! encontrar! vestigios! de! la! aparición! de! raíces! cuadradas! de!
números! negativos.! Sin! embargo,! éstas! comenzaron! a! ser! utilizadas! recién! en! los! siglos! XVI! y! XVII,! en!
trabajos!de!algebristas!italianos!(Ferrari,!Cardano!y!Bombelli),!sobre!técnicas!de!resolución!de!ecuaciones!
de! tercer! grado,! que! consistían! en! reducir! la! ecuación,! con!un! cambio!de! variable,! a! una!ecuación!de!
segundo!grado!(que!se!sabía!resolver).!Esta!técnica,!llamada!técnica!de!Cardano,!se!utilizó!en!situaciones!
donde!se!obtenían!soluciones!reales!para!la!ecuación!de!grado!dos!y!luego!se!extendió!a!las!ecuaciones!
que! tenían! como! soluciones! raíces! cuadradas! de! números! negativos! (se! transitaba! por! el! dominio!








la! trigonometría! (Moivre! en! 1722).! También! comenzaron! a! verse! como! variables! autónomas! en!




Fue! en! el! siglo! XIX! que! las! cantidades! imaginarias! adquirieron! su! condición! actual! de! objetos!
matemáticos! legítimos.! Esto! se! logró! a! través! de! la! interpretación! geométrica! propuesta! por!Wessel,!
Argand,!Gauss,!y!mediante!las!construcciones!algebraicas!de!Cauchy!y!Hamilton,!que!tuvieron!un!alcance!
importante! para! cambiar! su! estatus! a! Números! (Complejos)! y! para! el! surgimiento! de! una! teoría! de!
funciones!de!variable!compleja! (Kline,!1972).!La!representación!geométrica!de! los!Números!Complejos!
como!puntos!del!Plano!Complejo!tiene!sus!primeras!citas!en!los!trabajos!de!1797!de!C.!Wessel!y!de!1806!
de! J.! Argand.! Se! introdujo! el! eje! de! los! imaginarios,! asociando! la! raíz! de!−1 !como! una! unidad!
perpendicular!a!1.!Argand!entendió!a!los!complejos!como!líneas!dirigidas!(Artigue!y!Deledicq,!1992),!idea!
que!antecede!a!los!vectores.!!
Momento! 4:! consideración( como( el( Sistema( de( los( Números( Complejos( y( su( construcción( algebraica.(
Hamilton,! en! 1833! realizó! la! primera! definición! algebraica! rigurosa! para! los! Números! Complejos,!
entendiéndolos!como!pares!ordenados!de!Números!Reales.!Al!respecto!Hamilton!escribe:!“In!the!theory!
of! single! numbers,! the! symbol! −1 !is! absurd,! and! denotes! an! impossible! extraction,! or! a! merely!
imaginary! number;! but! in! the! theory! of! couples,! the! same! symbol! −1!is! significant,! and! denotes! a!
posible! extraction,! or! a! real! couple! (B1,0)! namely! (…)! the! principal! square! root! of! the! couple! (B1,0).!




Therefore! (…)! for! any! couple! a!, a! !whatever;! a!, a! = !a! + a! −1”! (Hamilton,! 1937! citado! en!
MartínezBSierra! y! Benoit! Poirier,! 2008).! Más! tarde,! Cauchy! en! 1847! realiza! una! definición! algebraica!
abstracta,!en!términos!de!las!clases!de!congruencia!de!polinomios!reales.!
Todos! los!aspectos!mencionados!de!manera! resumida!ponen!de! relieve!distintas! formas!de!pensar! los!
Números! Complejos! en! el! transcurso! de! su! conceptualización:! por! un! lado! el! pensamiento! analítico! y!







ser! es! la! superación! del! obstáculo! epistemológico! producido! al! confrontar! el! aspecto! geométrico!
(pensamiento! práctico)! con! el! aspecto! teórico! (pensamiento! teórico).! Esto! da! origen! a! tres!modos! de!
pensamiento:!!
• Modo! SintéticoBGeométrico! (SG):! la! mente! trata! de! describir! directamente! el! objeto.! Utiliza! la!
representación!gráfica,!teniendo!visualmente!puntos,!líneas,!planos,!figuras!y!cuerpos!geométricos.!






fundamental,! en! la! cual! se! enmarca! esta! teoría,! es! alcanzar! niveles! superiores! de! abstracción! para!
enriquecer!el!aprendizaje!del!Álgebra,!a!través!de!la!conexión!entre!los!distintos!Modos!de!Pensamiento!
(Parraguez,!2012).!!




















en! el! objeto! matemático.! Se! utiliza! el! Estudio! de! Casos! Múltiple! (Stake,! 2010)! como! método! de!
investigación.!A!partir!de!éste,!se!definen!5!Casos!de!estudio,!según!criterios!teóricos!y!en!relación!a!los!
objetivos!(Tabla(1).!
Para! los! casos!de! estudio! se! construyen!dos! cuestionarios! que! consideran!en! su!diseño! los!Modos!de!
Pensar!el!Sistema!de!los!Números!Complejos!(SGBAABAE)!y!algunos!elementos!matemáticos!a!priori!del!








La! validación! de! los! cuestionarios! se! realizó! a! través! de! la! consulta! a! expertos.! El! panel! estuvo!





































especial! interés! en! las! conexiones! que! se! realizan! entre! los!modos.! Aquí! presentamos! los! principales!
hallazgos!para!los!estudiantes!de!Enseñanza!media!(Casos!1!y!2)!y!para!los!de!Enseñanza!Superior!(Casos!
3,4!y!5).!
























Un! resultado! aún! más! relevante! para! los! Casos! 1! y! 2,! es! que! al! resolver! actividades! con! Números!




































la!división! 1 − ! : (2 + !).!Lo!que!es!preocupante!dado!que!enseñarán!prontamente!el!concepto.!
En!cuanto!al!Caso!5,!los!estudiantes!de!postgrado,!alcanzan!los!tres!modos!de!pensar.!Privilegian!el!modo!
SG!en!varias!actividades!para!responder!y!muestran!tránsitos!como!AABAEBSG,!en!el!cálculo!de!las!raíces!






aritmético.! Para! lograr! mayores! niveles! de! abstracción! e! ir! en! vías! de! una! comprensión! cabal,! se!
necesitan!realizar!actividades!que!promuevan!el!tránsito!en!primer!lugar!AABSG,!pero!también!el!tránsito!
AABAE.! Así! ! no! sólo! se! estará! trabajando! ! las! operaciones! entre! números,! sino! las! propiedades,! y!
teoremas!que!explican!la!razón!de!ser!del!sistema!numérico.!Según!lo!que!mostraron!los!informantes!del!
Caso! 5,! es! necesario! que! los! estudiantes! conozcan! las! coordenadas! polares.! Éste! es! un! elemento!
matemático!que!permitirá!articular!los!modos!de!pensamiento,!tal!como!ellos!lo!hacían.!
Con! lo! obtenido! de! esta! investigación! esperamos! realizar! una! situación! de! aprendizaje! para! los!
estudiantes! de! secundaria.! Y! también! dar! continuación! a! la! investigación! desde! la! formación! de!
profesores.!Por!último,!las!evidencias!con!sustento!teórico!que!se!proporcionaron!en!esta!investigación,!
contribuyen!al!desarrollo!de!la!teoría!de!los!Modos!de!Pensamiento!en!otros!ámbitos!distintos!al!Álgebra!
Lineal,! como! lo! es! el! estudio! de! los! Sistemas! Numéricos,! sin! descuidar! por! su! puesto,! los! elementos!
principales!de!la!teoría.!
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